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1.1.  Idea  Basica 

La  respuesta  de  un  sistema  depende  de  la  posicion  de  los  polos  en  lazo  cerra- 
do 

Estos,  a  su  vez  dependen  de  la  posicion  de  los  polos  y  ceros  en  lazo  abierto 


Metodo: 

Se  traza  la  ubicacion  de  las  rai'ces  de  un  sistema  el  lazo  cerrado  haciendo  va- 
riar  un  parametro  del  sistema 

Habitualmente  el  parametro  es  el  valor  de  la  ganancia  del  regulador 
Esta  ganancia  se  hace  variar  desde  cero  a  infinito 
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Y(s)  _  KG(s ) 

R[s)~Y+KG\s)  [1'11 

la  ecuacion  caracteristica  es: 

i+a:g(s)  =  o  o  a:g(j)  =  -i 

Se  debe  cumplir  en  magnitud  y  fase 

|^G(^)  =  ±180°(2A:  +  1)  k  =  0,1,2—  [1.2] 

|AG(s)|  =  l  [1.3] 

estos  puntos  son  las  raices  de  la  ecuacion  caracteristica  o  polos 
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Ejemplo  1.1  .Sistema  de  Segundo  orden 

G(S)=  /  1  M-4] 

5(5  +  1) 

7(5)  _  K 
R(s)~  s2  +s  +  K  1151 

la  ecuacion  caracteristica  es: 
s2  +  s  +  K  —  0  [1.6] 

Las  raices  estan  en 

1  Vl-4  K 

S12  =  “— ± - “ -  M-7] 

2  2 

las  raices  son  reales  para  K  < 
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Grafica  del  lugar  de  las  rai'ces  para  todo  K 
g=tf(1,poly([0  -1]));rlocus(g);grid 


J 

<=1 

K=0 

K= 

0 

K=1/4 

-2  -1.5  -1  -0.5  0  0.5  1 

Real  Axis 
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los  polos  en  lazo  cerrado  para  K  =  0  son  los  de  lazo  abierto 
al  crecer  K  los  polos  se  acercan  uno  a  otro  hasta  ser  iguales 
la  parte  real  es  independiente  de  K 
se  cumple  que 

_ K_ 

s(s  + 


1) 


=  -s-\s  +  l  =  -0i-02  =  ±180°(2£  +  l)  k  =  0,1,2 


[1.8] 
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1.5 


Todo  punto  que  pertenezca  al  lugar  de  las  raices  debe  cumplir  la  condicion  de 
angulo. 

Dados  los  polos  en  lazo  cerrado  se  puede  calcular  la  ganancia  correspondiente, 
por  ejemplo 


06  Lugar  de  Raices.doc  8 


Este  sistema  no  es  nunca  inestable 
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1.2.  Lugar  de  las  Raices  de  Sistemas  Simples 
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1.3.  Lugar  de  Ganancia  Constante 

los  puntos  del  piano  s  que  tienen  igual  ganancia  son 


G(s)H(s)  = 


+ 1)  =  K  [i. 


K 

5(5+1) 

=  1 


13] 


[1.12] 


completar 
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Ejemplo  1.2.  Sistema  de  Tercer  Orden 


G(s)  =  — - T7 - T’//(5)  =  1  l1'14! 

V  '  s(s  +  l)(s  +  2)  V  ’ 

Se  desea  saber  K  para  obtener  un  par  de  polos  dominantes  con  un  £  =  0,5 
Condicion  de  angulo: 


<?{*)  = 


K 


s(s  +  l)(s  +  2} 


k  —  0,1,2-  •  *[i.i5] 


=  — U-l^  +  1  — U  +  2  =  ±180°(2A:  +  1) 

Condicion  de  amplitud: 


K 

s(s  +  l')(s  +  2} 


1  [1.16] 
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Procedimiento: 

1 .  Hallar  el  lugar  de  rai'ces  sobre  el  eje  real. 

a. ubicar  los  polos  y  ceros  en  lazo  abierto 

b. hay  tres  lugares  de  inicio  del  lugar  para  K=0 

j®  \ 


-x - x - x 

-2  -1 


C 7 


► 


c.se  verifica  que  puntos  del  eje  real  pertenecen  al  lugar 
i.  el  eje  real  positivo  no  pertenece  ya  que  los  angulos 

[s_  =  [s_+A  ~  [s_±2_  =  0°  [1.17] 


no  pueden  sumar  180 

ii.  los  punto  que  estan  entre  0  y  -7  si  pertenecen  ya  que 


£  =  180°,U  +  1  =  U  +  2  =  0C 


[1.18] 
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iii.  los  punto  que  estan  entre  -7  y  -2  no  pertenecen  ya  que 
[s  =  Ls+J.  =  180°,[s+_2  =  0°  [i.i9] 

iv.  los  punto  menores  a  -2  si  pertenecen  ya  que 

[s  =  |£+_1  =  [g_+2  =  180°  [i.20] 


06  Lugar  de  Raices.doc  15 


2.  Determinar  las  asintotas 

limG(iS')  =  lim— - - -  =  lim^-  [1.21] 

^°°  +  2J  s->°°  s 

a.los  angulos  seran 

-3[s  =  ±180°(2£  +  l)  [1.22] 

— [5  =  ±60°  (2k  + 1)  [i.23] 

como  tiene  que  ser  simetrico  y  repetitivo  para  cada  k  resultan 

180°,  60°, -60°  [i.24] 
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b.punto  de  intersection  de  la  asintota  con  el  eje  real.  Siempre  se  cumple 


s(s  +  l)(s  +  2) 


=  —  1  [1.25] 


s3  +  3s2  +  2s  =  -K  [i.26] 


para  s  muy  grande  se  puede  aproximara  a  (ver  regia  6) 

Z p°i°s  _z  ceros 


-°o  = 


n-m 


0  +  1  +  2 
3-0 


X  3-0 

=  (5  +  l)3=0  [1.1 

J 


que  se  interseca  en  el  eje  real  en  5  =  -1 
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-X- 

-2 


V#1 


3.  Punto  de  ruptura:  punto  donde  las  rai'ces  dejan  de  ser  reales.  En  este  caso 
sera  un  punto  real  -O',,  +  ,/0  ■ 

Se  toma  un  punto  complejo  entre  0  y  -1. 


para  pequenos  valores  de  S 


06  Lugar  de  Raices.doc  19 


6>  =  180°- 


8 


cr, 


e2  = 


£3  = 


8 


-<jh  + 1 


[1.29] 


8 


-<jh  +  2 


para  que  pertenezca  al  lugar  de  las  rafces  deben  sumar  180 


#,  +  #,  +  #3  =  1 80°  =  1 80°  -  —  + — - — +  8 


°b  -°b  + 1  -°b  +  2 


[1.30] 


s  s  s 

H - 1 - =  (J  [1.31] 


°b  ~ab + 1  ~ab  +  2 

11  1 
- 1 - t - =  U  [1.32] 

°b  -<*b  + 1  -°b  +  2 


3cr,  —  6<r,  +  2  =  0  [i  .33] 
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[1.34] 


cb  =  0,423 
=  1,577 

Se  toma  el  que  esta  entre  0  y -1. 
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4.  Puntos  que  cortan  al  eje  imaginario. 

s  +  3 s  +  2s  +  K  —  0  [i.35] 
se  hace  s  =  0  +  joo 

(joof  +  3(y&>)2  +2 jco  +  K  =  0  [i.36] 

-  joy’  -  3 co2  +2jco  +  K  =  0 

/  ?  \  /  o  \  n  -37] 

yK  -  3  or  j  +  j  [2  co  -  co j  =  0 

2  ^ 
oo  -  2 

CO  =  +V2 

K  =  Ico2  =  6 


[1.38] 


06  Lugar  de  Raices.doc  22 


-2 


5.  Eleccion  de  la  Ganancia: 

a.  Elegir  un  sistema  de  segundo  orden  con  un  E,  =  0,5 

b. Los  polos  en  lazo  cerrado  deben  estar  sobre  una  recta  que  forme  un 
angulo  de 

P  =  ±cos  1  E,  =  60°  [i.39] 

c. Se  interseca  esta  recta  con  el  lugar  de  las  rafces  y  se  calculan  los  polos 
correspond ientes  que  son: 

s  =  —  0,33  +  y’0,58  [1.40] 

d. Se  calcula  la  ganancia  para  esa  posicion  haciendo 

^  =  |i,(i,  +  l)(5'  +  2)|  =1,06  [i.4i] 

I  V  J\  /ls=-(),33±;0,5S  ’ 
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e.con  este  valor  se  encuentra  el  tercer  polo 

s3  +  3 s2  +2 s  +  K  =  0  [i.42] 


f.  para  cualquier  punto  del  lugar  se  cumple 


+  1  s  +  2  =K 


[1.43] 
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Ejemplo  1.3.  Sistema  de  Segundo  Orden  con  Cero 

,  ,  K(s  +  2)  K(s  +  2) 

G(s)=  ,  \  - —  .//(.v)  =  1  [1,4, 

s  +  2s  +  3  ^  +  1  +  j*j2^s  +  l  —  j\[2^ 

Esta  funcion  de  transferencia  tiene  dos  ceros  en  s  =  -2  y  s  =  -oo 
Procedimiento: 


1 .  Hallar  el  lugar  de  raices  sobre  el  eje  real. 

a. ubicar  los  polos  y  ceros  en  lazo  abierto 

b. hay  dos  lugares  de  inicio  del  lugar  para  K-0 
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c.se  verifies  que  puntos  del  eje  real  pertenecen  al  lugar.  Los  puntos  que 
estan  a  la  izquierda  del  cero  cumplen  con 


=  180°  +a-a  =  k-  0, 1, 2  -  -  -  [1.45] 

=  ±180°  (2k  + 1) 

pertenece  al  lugar.  Los  demas  puntos  no  pertenecen. 


2.  Determinar  las  asi'ntotas 
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[1.46] 


limG(s)  =  lim 


K(s  +  2) 


S->  00 


■S'— »  00 


s  +  l  +  y'V^V^  +  l-y'V^j 


=  lim— 


S->co 


a.los  angulos  seran 

-|s  =  ±180°  (2k  + 1)  [i .47] 

que  es  el  eje  real  negativo 

3.  Determinar  el  angulo  con  que  sale  el  lugar  de  las  raices  de  los  polos  comple- 
jos.  Se  elige  un  punto  cercano  a  uno  de  estos  polos 


06  Lugar  de  Raices.doc  28 


</>[ - (6X  +@2)-  ±180°  (2k  + 1)  [i.48] 

ey  =  180°+ tj>[  -  e[ « 1 80° + <j>y  -  e2  [1.49] 

=180°  +55°  -90”  =145”  [i.so] 

4.  Punto  de  entrada:  punto  donde  las  rai'ces  comienzan  a  ser  reales.  En  este 
caso  sera  un  punto  real  ~<rb  +  J'°  ■ 
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En  el  ejemplo, 

Z(s)  =  (s  +  2),P(s)  =  (^  +  1  +  jy/2  ^  +  1-7^2^1.51] 


1 


1  1 
+ 


cr  +  2  cr  +  l  +  yV 2  cr +  I-7V2 
1  2(cr  +  l) 


[1.52] 


[1.53] 


a  +  2  (a  +  l)2+(V2)Z 

Se  toma  un  punto  tentativo  -2  y  -oo-3  por  ejemplo  cr  = 


-10 


1 


2(-10  +  l)  -18 


a  +  2  (-10  +  1)2  +(V2^  83 

a  =  -6,61  [i,55] 


=  -0,2168  [i.54] 


se  toma  este  nuevo  valor  de  a  y  se  itera  hasta  la  convergencia  que  resulta  en 

ab  =-3,73  [i.56] 

g=tf(poly([-2]),poly([-1-sqrt(2)*i  -1+sqrt(2)*i]));rlocus(g),grid 
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Imag  Axis 
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2 
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1.4.  Reglas  Para  la  Construccion  del  Lugar  de  las  Raices 

Se  vera  sobre  el  siguiente  ejemplo: 

K(s  +  4)  ^(s  +  4) 


G(,)  = 


s(s  +  3)(s  +  5)(V  +2^  +  2)  s(s  +  3)(s  +  5)(s  +  l  +  y)(s  +  l-y) 


1.4.1.  Regia  No.  1:  Numero  de  Ramas 

El  numero  de  ramas  es  igual  al  numero  de  polos  en  lazo  abierto 
Esto  se  cumple  ya  que 

KZ(s 

~W) 

siendo  la  ecuacion  caracteristica, 

+  KZ  (s)  =  0  [1.59] 

el  grado  de  este  polinomio  esta  dado  por  P(s ) 


[1.58] 


[1.57] 


existen  n  ramas  funcion  de  K . 
en  este  caso  son  5  ramas. 
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1.4.2.  Regia  No.  2:  Puntos  de  Comienzo  y  Final 

cada  rama  comienza  en  un  polo  de  lazo  abierto^  =  0  y  termina  en  un  cero  de 
lazo  abierto  K  =  oo 

haciendo  K  =  0 

iZ>(lS')  =  0  [1.60] 

resultan  los  puntos  de  inicio 
haciendo  K  =  oo 

=  0  [1.61] 

las  ramas  que  no  pueden  llegar  a  ningun  cero  de  lazo  abierto  terminan  en  infini- 
to. 

En  el  ejemplo  las  ramas  partiran  de 

.V  =  0,-3, -5,-1  ±  j  [1.62] 

una  de  las  ramas  llegara  a 

S-—4  [1.63] 

las  otras  terminan  en  infinito 
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1.4.3.  Regia  No.  3:  Comportamiento  en  el  Eje  Real 

Un  punto  del  eje  real  pertenece  al  lugar  de  rafces  si  la  cantidad  de  polos  y  ce- 
ros  de  lazo  abierto  a  la  izquierda  de  dicho  punto  es  impar. 


G(s)  = 


Esto  se  cumple  ya  que: 

KZ(s) 


P(s) 


=  |Z(s)- />(j)  =  ±180°(2A:  +  l)  k  =  0,1,2 


[1.64] 


la  contribucion  en  angulo  de  los  polos  y  ceros  complejos  se  cancela. 
la  cantidad  de  polos  y  ceros  a  la  izquierda  debe  ser  impar  para  que  de  180. 
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1.4.4.  Regia  No.  4:  Simetria 

El  lugar  de  las  rafces  es  simetrico  respecto  del  eje  real 
Las  rafces  complejas  son  conjugadas 
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1.4.5.  Regia  No.  5:  Asm  tot  as 

Las  ramas  que  terminan  en  el  infinito  son  asintoticas  para  grandes  valores  de  s 
a  rectas  cuyos  angulos  con  el  eje  real  son: 


(2q  +  X)n 


n-m 


q  =  0, 


n-m -l  [i.65] 


la  contribution  de  angulo  de  un  punto  ubicado  muy  lejos  estara  dada  por  angu¬ 
los  iguales  desde  cada  polo  y  cero,  es  decir 

(n  —  m)Oa  =  (2g  +  l)/r  [i  .66] 


En  este  ejemplo 

»-°  )-“5' 
q  =  1  oa  =3^  =  135” 

q  =  2  0a  =  =  -135° 

9  =  3  Oa=iyA  =  - 45” 
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1.4.6.  Regia  No.  6:  Intersection  de  Asmtotas 

Las  asintotas  se  intersecan  en  el  eje  real  a  una  distancia 


a,  - 


Z polos  ceros 


n-m 


[1.68] 


<*o  = 


en  el  ejemplo 

0 — 3  —  5  —  1  +  y  —  1  —  y  —  (-4) 


5-1 


=  -1,5 


[1.69] 
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1.4.7.  Regia  No.  7:  Angulos  de  Salida  y  Llegada 

Son  los  angulos  con  que  parte  la  rama  desde  cada  polo  o  con  que  llegan  a  ca- 


da  cero. 


La  suma  de  los  angulos  debe  ser  llano, 
en  el  ejemplo, 

9-Mp\  ~ +  9-s\ Pi  +  °-M  +  6~^i\p\  +  6-\ ~J\P\ )  =  (2^  +  !)^  t1-70! 

para  un  punto  muy  cercano  a  -l  +  y  los  angulos  son 


06  Lugar  de  Raices.doc  39 


=  @-4\-\+j 

=  18,4° 

=  ^o|-i +j  z 

=  135° 

^~5\p[ 

=  ^-51-1+y 

=  14°  [1-71] 

O-M 

=  ^-31-1+7 

=  26,6° 

=  =  90” 

^-i +M 

1 

II 

@o\p[  0-5\ \p[  O-M 

=  -67,2° 

(2q  +  \)7r 


[1.72] 
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1.4.8.  Regia  No.  8:  Punto  de  Dispersion  o  Confluencia 

En  los  puntos  de  dispersion  o  confluencia  la  derivada  de  la  ganancia  con  res- 
pecto  a  s  es  cero. 

Si  hay  un  punto  de  dispersion  o  confluencia,  las  raices  son  multiples  en  ese 
punto: 

/>(s)+£z(s)=o=(s-s,.)'?e(s)  [us] 

P(s),Z(s),Q(s )  notienen  as,  como  raiz 


incrementando  la  ecuacion, 

P(s)  +  (K  +  AK)Z(s)  =  P(s)  +  KZ(s)  +  AKZ(s)  =  0vj4] 


1  + 


Z(s) 


1  + 


p(s)+a:z(s) 

z(.) 


AK  =  0 


AK  =  0 


[1.75] 


[1.76] 
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[1.77] 


A K  , 


s  —  s. 


Z(s) 


A K  dK 

Inn - = - =  0  [i.78] 

s^si  s  -  sj  ds 

No  es  facil  calcularla  para  sistemas  complejos 

Aproximacion: 

Z(cr) 

1  H - 7 - -  K  =  0  [1.79] 


K  = 


P(a) 

p(a) 
Z(a) 


[1.80] 


dK 

da 


Z(a)d-^l.P(a)dZ^) 


da 


da  \Z(a) 


=  0  [1.81] 


da 


da 
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se  calcula  esta  igualdad 
En  el  ejemplo, 

Z(s)  =  (5  +  4),P(s')  =  s(s  +  3)(s  +  5)(s  +  l  +  7)  (5  +  1  -  7)  [1.86] 

la  igualdad  es 

llll  1  1 

- =  —  + - 1 - 1 - + -  [1.87] 

cr  +  4  cr  cr  +  3  cr  +  5  cr +  I  +  7  cr  +  l-7 

111  1  2(cr  +  l) 

- =  —  + - + - + - 1 [1.88] 

cr  +  4  cr  cr  +  3  cr  +  5  (cr  +  lr+l2 
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Se  toma  primeramente  el  punto  medio  entre  0  y  -3  es  decir  cr  =  -1,5 

111  1  2(-l,5  +  l) 

—1,5  +  4  a  cr  +  3  —1,5  +  5  (—1,5  +  1)  +12 

111  1-1 
- = - 1 - 1 - + -  [1.90] 

2,5  (7  cr  +  3  3,5  1,25 

0,91cr2  +  0,73cr-3  =  0  [i.9i] 

<71  =  1,45 

[1.92] 

<7  2  =  -2,26 


se  toma  -2,26  como  segunda  aproximacion: 

111  1  2(-2,26  +  l) 

- h -  = - - - t1-93] 

(7  (7  +  3  —2,26  +  4  —2,26  +  5  (—2,26  +  1)" +12 

1, 1 8cr 2  + 1, 54cr  -  3  =  0  [i  .94] 


cr,  =1,07 

[1.95] 

(j  2  =  -2,38 


se  toma  -2,38 
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1.4.9.  Regia  No.  9:  Intersection  con  el  Eje  Imaginario 

Se  determinan  con  el  criterio  de  Routh 

Son  puntos  que  hace  que  el  sistema  sea  marginalmente  estable. 
En  el  ejemplo  la  ecuacion  caracterfstica  es 


s{s  +  3)(s  +  5)(V  +  2s  +  2)  +  A^(s  +  4)  =  0  [i.96j 

s5  +  10s4  +  33s3  +46 s2  +{30  +  K)s  +  4K  =  0  [i.97j 


s5 

1 

33 

30  +  K 

s4 

10 

46 

4 K 

*3 

28,4 

30  +  0, 6K 

s2 

35,4-0,211^ 

4 K 

s1 

(30  +  0,6A:)(35,4-0,211A:)-113,6A: 

35,4-0,211  K 

s° 

4 K 

Se  debe  cumplir  que  el  termino  de  s'  debe  ser  nulo 

(30  +  0, 6^)(35, 4-0, 211AT)  — 113, 6^  =  0  [i.ss] 
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-0,1 266A:2  -98, 69 K  +  1062  =  0  [i.ssj 
K- 10,6  [i.ioo] 

Para  calcular  el  valor  de  las  raices  se  utiliza: 

(35,4-0,211^)/  +  4K  =  0  [i.ioi] 

J  =  +1,13  j  [1.102] 
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1.4.10.  Regia  No.  10:  Calculo  de  la  Ganancia 

la  ganancia  para  un  punto  cualquiera  se  calcula  por  el  modulo 

n 

nk+A 

-  [1.103] 

m 

n  k + z.- 

i= 1 
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1.4.11.  Regia  No.  11:  Suma  de  Raices 

Si  la  ecuacion  caracteristica  se  deja  en  forma  de  un  polinomio  monico,  la  suma 
de  las  raices  es  igual  al  coeficiente  del  termino  cambiado  de  signo. 

g=tf(poly([-4]),poly([0  -3  -5  -1-i  -1+i]));rlocus(g),grid 


Real  Axis 
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I  mag  Axis 


1.5.  Adicion  de  un  Cero  en  un  Sistema  de  Segundo  Orden 

g=tf(1  ,poly([-1  -3]));rlocus(g),grid 
g=tf(  po  ly(-4 ) ,  poly  ( [- 1  -3]));rlocus(g),grid 
g=tf(poly(-2),poly([-1  -3]));rlocus(g),grid 


2 
1.5 
1 

0.5 
0 
■0.5 
-1 
■1.5 
-2 

.2.5 - 1 - - 1 - 1 - 1 - 

-4  -3  -2  -1  0  1  2 

Real  Axis 


0.8 

0.6 

0.4 

0.2 
CO 
X 

t  ° 

03 

E 

“  -0.2 
-0.4 
-0.6 
-0.8 

-1 _ i _ i _ i _ i _ i _ 

-4  -3-2-1  0  1  2 

Real  Axis 


Un  cero  hace  mas  estable  el  sistema 
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1.6.  Adicion  de  un  Polo  en  un  Sistema  de  Segundo  Orden 

g=tf(1,poly([-1  -3  -4]));rlocus(g),grid 


CO 

I 

O) 

03 

£ 


Real  Axis 


Un  polo  reduce  la  estabilidad  del  sistema 
Pensar  este  efecto  en  un  PID 
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1.7.  Sistema  con  Retardo  Puro 

w  \  Ke~T“s 

G(s)  =  — - -  [1.104] 

v  ;  s(s+2) 

la  funcion  de  transferencia  del  retardo  es 

Gd  (5)  =  e~TdS  =  e~Td<y e~ jTd(t)  =  e~Tda\-Tdco  [1.105] 

Para  que  un  punto  pertenezca  al  lugar  de  raices,  el  angulo  de  la  funcion  de 
transferencia  total  debera  cumplir 

G(s)=  e~T(,s  -\s -\s +  2  =  (2q +  1)71  [1.106] 

O 

-Tdo)-\s -\s  +  2  =  ±(2q  +  l)7T  [1.107] 

Para  q  =  0 

S  +  ls  +  2  =  ±71  -  TjO)  [1.108] 

haciendo  <^  =  0 

S  +  U  +  2  =  ±7T  [1.109] 
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[nd,dd]=pade(1,10) 
d=poly([0  -2]) 
ddd=conv(d,dd) 
g=tf(nd,ddd);rlocus(g),grid 
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Imag  Axis 
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